Zginanie belek o przekroju prostokgtnym
i dwuteowym - naprezenia normalne i styczne,
projektowanie

Na rys. 8.1 przedstawiono belke obciazona momentami zginajacymi w plaszczyz-
nie xy. Moment gnacego dla tak obcigzonej belki jest dodatki, zgodnie z konwencja
przyjeta w rozdziale 6.
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Naprezenia normalne o wywolane momentem gnacym bedziemy okresla¢ na pod-

Rys. 8.1

stawie zaleznosSci:

M
0o=—o (8.1)
Wy
gdzie:
M — moment gnacy,
W, — wskaznik wytrzymatosci przekroju na zginanie, rowny:
I
w,=-"2% 8.2
vT, (8.2)
gdzie:
I, — moment bezwladnosci przekroju poprzecznego belki wzgledem centralnej osi
bezwladnosci y (rys. 8.2),
z  — odleglosc od osi y (rys. 8.2).
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8.2 Wytrzymato§¢ materiatow

Rozklad naprezen normalnych jest liniowy na grubosci przekroju belki, a maksy-
malne wartosci wystepuja w skrajnych wiéknach. W przypadku przekrojéow symetrycz-
nych, np. prostokatny lub dwuteowy, wielkos¢ z jest rowna potowie wysokosci prze-
kroju, a naprezenia w gornej i dolnej czesci przekroju sa sobie rowne co do wartosci,
lecz maja przeciwne znaki (rys. 8.3).
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Rys. 8.3

Projektujac belke z warunku nosnosci sprawdzamy, czy maksymalne naprezenia
Omax Wywolane momentem gnacym nie przekraczaja naprezen dopuszczalnych na
zginanie k, . Warunek nosnosci mozemy zapisa¢ w postaci:

o < kg (8.3)

max —

Naprezenia styczne wywotane silg tnaca wyznaczamy w oparciu o wzor Zuraw-

skiego:
TS, 5.4
T, = .
I, b(z)
gdzie:
T — sila tnaca,
S, — moment statyczny wzgledem centralnej osi bezwtadnosci y,

czesci przekroju poprzecznego, odcietej linig przechodzaca przez punkt
dla ktérego wyznaczamy naprezenia styczne (rys. 8.4),
I, — moment bezwladnosci przekroju poprzecznego belki wzgledem centralnej osi
bezwladnosci y,
b(z) — szerokosc przekroju poprzecznego na poziomie punktu,
dla ktérego wyznaczamy naprezenia styczne (rys. 8.4).
Na rys. 8.4 przedstawiono przekrdj prostokatny o wymiarach bxh . Prosta prze-
chodzaca przez punkt B odcina czes¢ przekroju poprzecznego o polu Ag rownym:

h
AB = b(a_sz

i wspolrzednej srodka masy (punkt D):

z—lﬁ+z
D=5|5 %8

Moment statyczny odcietej czesSci przekroju SyB jest zatem rowny:

h 1(h b( h?
O E X o)

=COpS.



Zginanie belek o przekroju prostokatnym i dwuteowym — naprezenia normalne i styczne, projektowanie 8.3
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Rys. 8.4

Szerokos¢ przekroju poprzecznego b(zg) na poziomie punktu B, dla ktérego wyz-
naczamy naprezenia styczne jest rowna b i jest stala dla przekroju prostokatnego.

Z uwagi na fakt, iz wartos¢ sily tnacej T w rozpatrywanym przekroju jest stala,
podobnie jak centralny moment bezwladnosci I, i szerokos¢ przekroju poprzecz-
nego b, wartoS¢ naprezen stycznych bedzie zaleze¢ jedynie od odleglosci z od cen-
tralnej osi bezwladnosci y. Po podstawieniu wyznaczonych wielkosci do zaleznosci
(8.4) otrzymamy og6lny wzor na naprezenia styczne dla przekroju prostokatnego:

T.B h72_22

2( 4 6T (2
= -z (8.5)
bh® bh’| 4

12

W skrajnych warstwach przekroju poprzecznego, dla z=+th /2 otrzymamy:

o)l
2 “2) pr3l 4 U 2

Z kolei w warstwie lezacej na poziomie Srodka masy przekroju poprzecznego C, dla

z =0 uzyskamy:

2
o= S ] ST

T pR3| 4 2bh *

Wniosek koncowy jest zatem nastepujacy — naprezenia styczne t,, osiagaja maksy-
malne wartosci w warstwie lezacej na poziomie Srodka masy przekroju oraz wartosci
zerowe — w skrajnych warstwach. Rozklad naprezen na grubosci przekroju jest opi-
sany parabola (8.5), co przedstawiono na rys. 8.5.
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8.4 Wytrzymato$§¢é materiatow

Zadanie 8.1.
Belka o przekroju prostokatnym jest obciazona jak na rys. 8.6. Zaprojektowac belke
z warunku nosnosci. Dane: P=4kN, [ =300 mm, kg =180 MPa, b=3h.
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Rys. 8.6

Rozwigzanie
Sporzadzamy wykresy momentoéw gnacych i sit tnacych (rys. 8.7). Maksymalny
moment gnacy wystepuje w potowie dtugosci belki, a jego warto§¢ wynosi:

1

M =—PlI
2

max

1Pl
Rys. 8.7

Centralny moment bezwladnosci I, przekroju poprzecznego prostokata (rys. 8.8)

jest rowny:
3
[ =bh”
)
a wskaznik wytrzymatosci na zginanie:
I I, bh® 2 _bh®

wo=—Y _ = -
Y zpex h/2 12 h 6

Podstawiajac b = 3h otrzymamy:
bh? 3h-h? _1,3
6 2

=COpS.
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Zginanie belek o przekroju prostokatnym i dwuteowym — naprezenia normalne i styczne, projektowanie 8.5

Warunek nosnosci ma zatem postac:

1
— Pl
o Mmex 2~ _ PL <k
max Wy ;hs h3 g

Wykonujac kolejne przeksztalcenia, wyznaczamy minimalna wysokos¢ belki:

h3 > Pl h> 3/P—Z
kg kg

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymujemy:

>3 2090300 g 05 mm
180

Przyjmujemy wymiary przekroju poprzecznego belki:
h =19 mm b=3h =57 mm

Maksymalne naprezenia normalne wywotane momentem gnacym sa rowne:

PL_2000:300 _;74 953 MPa

TS

Omax =
Wykres naprezen normalnych przedstawiono na rys. 8.9.

-174,953 MPa
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+174,953 MPa
Rys. 8.9

Wartosc¢ sily tnacej T w rozpatrywanym przekroju jest rowna P /2. Naprezenia
styczne wyznaczymy z wyprowadzonej ogolnej zaleznosci na naprezenia styczne w prze-
kroju prostokatnym (8.5):

6T (R
=—|—-2
bh3| 4

W skrajnych warstwach naprezenia styczne sa rowne zeru, natomiast maksy-
malne wartosSci wystapia w warstwie przechodzacej przez Srodek masy (z =0):
3T _3P _34000
2bh 4bh 457-19

zX

= 2,770 MPa

Wykres naprezen stycznych przedstawiono na rys. 8.10.

2,770 MPa
Rys. 8.10

=COpS.



8.6 Wytrzymalo$§¢é materiatow

Zadanie 8.2.
Belka o przekroju prostokatnym jest obciazona jak na rys. 8.11. Zaprojektowac
belke z warunku no$nosci. Dane: P=4kN, [ =300 mm, kg =180 MPa, h=3b.
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Rys. 8.11

Rozwigzanie

Wykresy momentéw gnacych i sit tnacych sg analogiczne jak w zadaniu 8.1
(rys. 8.7). Maksymalny moment gnacy wystepuje w polowie dtugosci belki, a jego
wartos¢ wynosi:

1

M =—PlI
2

max

Centralny moment bezwladnosci I, przekroju poprzecznego prostokata (rys. 8.12)
jest rowny:

3
I, - bh
12
a wskaznik wytrzymalosci na zginanie:

I, I, bh® 2 bh?

W, = - i
Zmax h/2 12 h 6
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Podstawiajac h = 3b otrzymamy:
bh®> b-(3b)> 3

W, = - Zp3
6 6 2
Warunek nosnosci ma zatem postac:
1
~ Pl
S Muyax _ 2~ _ PL _
= =5 =

max Wy Ebs 3b3 - g

Wykonujac kolejne przeksztalcenia, wyznaczamy minimalna wysokos¢ belki:

b3 > Pl b23p—l

3k, 3k,

=COpS.




Zginanie belek o przekroju prostokatnym i dwuteowym — naprezenia normalne i styczne, projektowanie 8.7

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymujemy:

p»34000-300 _ 000
3-180

Przyjmujemy wymiary przekroju poprzecznego belki:
b =14 mm h=3b=42mm

Maksymalne naprezenia normalne wywotane momentem gnacym sa rowne:
Pl 4000-300
3 3.(14)°

Omax -

= 145,773 MPa

Wykres naprezen normalnych przedstawiono na rys. 8.13.

-145,773 MPa
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+145,773 MPa
Rys. 8.13

Naprezenia styczne wyznaczymy analogicznie jak w zadaniu 8.1:

. _6T[h* >
* b3 4
W skrajnych warstwach naprezenia styczne sa rowne zeru, natomiast maksy-
malne wartosci wystapia w warstwie przechodzacej przez Srodek masy (z =0):

3T _3 P 34000
2bh 4bh 414-42

X =1, (2= 0)

= 5,102 MPa

Wykres naprezen stycznych przedstawiono na rys. 8.14.

5,102 MPa

Rys. 8.14



8.8 Wytrzymalo$§¢ materiatow

Zadanie 8.3.
Belka wspornikowa o przekroju dwuteowym jest obciazona jak na rys. 8.15. Zapro-
jektowac belke z warunku nosnosci. Dane: P=6kN, [ =400 mm, kg =180 MPa .

Rys. 8.15

Rozwigzanie
Sporzadzamy wykresy momentéw gnacych i sil tnacych (rys. 8.16). Maksymalny
moment gnacy wystepuje w miejscu utwierdzenia, a jego wartos¢ wynosi:
M, .« =Pl

lP
(0 —
pr [P
|

Pl
=

0

Rys. 8.16

Centralny moment bezwladnosci I, przekroju dwuteowego (rys. 8.17) jest rowny:

3 2 3
I, =2 6a-a +6a2-(zaj +—2a (6a) =
12 2 12

:2{%a4+%a4}+36a4 -184a* y

a wskaznik wytrzymalosSci na zginanie:

woo . _ 1, 184a’

y
Zmax 4da 4a

= 46a°

Warunek nosnosci ma zatem postac: Rys. 8.17

Mo Pl
w4640 Y

Wykonujac kolejne przeksztalcenia, wyznaczamy minimalng wielkos¢ parametru a:

3 Pl Pl
a” 2> az3
46kg 46kg

=COpS.




Zginanie belek o przekroju prostokatnym i dwuteowym — naprezenia normalne i styczne, projektowanie 8.9

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymujemy:

q>3/0000-400 _ o h im
46-180

Przyjmujemy a =7 mm . Maksymalne naprezenia normalne wywotlane momentem
gnacym sa rowne:
Pl 6000-400

= ~—=152111MPa
46a 46-(7)

Omax =

Wykres naprezen normalnych przedstawiono na rys. 8.18.

+152,111 MPa
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Rys. 8.18

Wartosc¢ sily tnacej T w rozpatrywanym przekroju jest rowna P . Naprezenia styczne
wyznaczymy ze wzoru Zurawskiego (8.4). Rozpatrywany przekroj jest symetryczny,
w zwiazku z czym rozpatrzymy jedynie gorna polowe przekroju.

Wyznaczanie naprezen stycznych rozpoczniemy od dolnej potki dwuteownika
(rys. 8.19), gdzie 4a<z<3a.
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Rys. 8.19

Naprezenia styczne w skrajnej warstwie (z = 4a) sa rowne zeru.

2 =0

Moment statyczny wzgledem centralnej osi bezwladnosci y, czesci przekroju po-
przecznego odcietej linig przechodzaca przez punkty B i D, jest rowny:

7
SB-SP _-(6a-a)-—a=21a°
y Yy ( )2

Szerokosc¢ przekroju powyzej linii przechodzacej przez punkt B jest rowna b(z)=6a .

=COpS.



8.10 Wytrzymato$§¢ materialow

Po podstawieniu do zaleznosci (8.4) otrzymujemy:

T SB . 3
B y _ P-2la 7 P 7 6000:2,329MPa

T, = = = - =
* I,b(z) 184a*-6a 368a% 368 (7)

SzerokosS¢ przekroju ponizej linii przechodzacej przez punkt D jest rowna
b(z) =2a . Naprezenia styczne sa wiec rowne:

T SP . 3
D _ y P.21a® 21 P 21 6000:6,987MPa

e I, blz) 184a*-2a 36842 368 (7)?

W kolejnym kroku wyznaczymy naprezenia styczne w Srodniku (rys. 8.20), gdzie
3a<z<0.

Moment statyczny wzgledem centralnej osi bezwladnosci y, czesci przekroju po-
przecznego odcietej linia przechodzaca przez Srodek masy przekroju C, jest rowny:

Sy =(6a-a)%a+(2a-3a)%a=21a3 +9a® =30a®

Szerokosc¢ przekroju Srodnika jest stala i wynosi b(z) =2a. Naprezenia styczne
w warstwie przechodzacej przez srodek masy przekroju C sa wiec rowne:

c TS; P30a® 15 P 15 6000

T, = - = - =
“ I, bz) 184a*.2a 184a% 184 (7)?

=9,982 MPa

Wykres naprezen stycznych przedstawiono na rys. 8.21.

2,329 MPa

I . |17 6,987 MPa ;

|
F+ 4 9,982 MPa
|

! — 6,987 MPa
4 - 2,329 MPa
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Rys. 8.21



